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1 Aufgabe 1 - Vergleich von PSD Schatzern

1.1 Aufgabenstellung

Ziel dieser Aufgabe ist es, verschiedene Methoden zur Schitzung der PSD (Power Spec-
trum Density) zu vergleichen. Dazu wird aus einem gaussverteiltem, weissen Rausch-
prozess X[n] ein AR(6)-Prozess Y [n] erstellt. Der weisse Rauschprozess ist mittelwert
frei mit Varianz 25, also X[n] ~ N(0,25). Der zugrunde liegende AR(6)-Prozess ist
vorgegeben:

1
1 —2,6934271 +2,4748272 — 0,6627273 4 0,15192~4 — 0, 5061275 + 0, 280126
(1)
Folgende zwei PSD Schétzer sollen mit einer analytischen Losung (aufbauend auf
Gleichung [1)) verglichen werden:

H(z)

e Nicht-parametrisch: Eine Periodogramm-Mittelung nach Welch mit 50% Uber-
lappung und Hammingfenster

e Parametrisch: Eine Schiatzung des AR-Modells nach der Methode von Burg mit
Anzahl an Parametern m = {1...10}.

Es soll eine Frequenzauflésung von mindestens Aw < 175; verwendet werden. Die
Methoden sollen mittels MSE (Mean-Squared-Error) verglichen werden.

1.2 Implementierung
Der weisse Rauschprozess wird durch die Funktion randn erstellt:

sigma_x2 = 25;
x = sqrt(sigma_x2)*randn(1,1076);

Der AR(6)-Prozess nach Gleichung |1| wird mittels filter erstellt, woraus sich Y[n]
ergibt:

B = [1];
A = [1-2.6934 2.4748 -0.6627 0.1519 -0.5061 0.2801];
y = filter(B, A, x);

Zum Berechnen der analytischen Losung habe ich eine Funktion squaredspectrum
geschrieben, die von einen LTI-Filter (spezifiziert durch die Filterkoeffizienten A und B)
das quadrierte Betragsspektrum berechnet:

function H = squaredspectrum(B, A, N)
H = zeros(N, 1);



w = linspace(0, 2x*pi, N);

for i=1:N
H(i) = abs(sum(B.*exp(j*(0:length(B)-1)*w(i)))
/ sum(A.*exp(j*(0:length(A)-1)*w(i))))"2;
end
end

Die Autokorrelationsfolge eines weissen Rauschprozesses hat genau einen Peak bei
Null (bei £ = 0 ist die einzige Selbstihnlichkeit), da die Samples von weissem Rau-
schen per Definition untereinander statistisch unabhéngig sind. Da also bei k = 0 alle
Samples des gesamten Signals quadriert sind, entspricht dies genau der Signalleistung
o2. Dementsprechend gilt fiir die (theoretische) Autokorrelationsfolge von X [n]:

¢Xx[n] 205%225 (2)

Fiir ein LTI System gilt zwischen der PSD des Einganssignals und der PSD des Aus-
gangssignals folgende Beziehung;:

Pyy(w) = Pxx(w) - [H(w)[? (3)

Um nun die PSD von ¢xx[n| zu bestimmen, wird die DTFT angewandt (Wiener
Chinchien Theorem). Fiir die Fouriertransformation gibt es unterschiedliche Definitionen
die sich um einen Normierungsfaktor voneinander unterscheiden. So ist die DTFT im
Skriptum wie folgt definiert:

X(w) = Z zn] - e en
1: 2m )
x[n] = o X(w)e" dw
T Jo

Eine andere Definition verwendet jedoch MATLAB, die die Normierung genau umge-
kehrt verwendet:

o0

_ 1 —jwn
X(w)= 271'nZ;ox[n] e (4)

Beide Varianten sind #dquivalent, solange sie konsistent verwendet werden. Das be-
deutet konkret: Verwendet man die Definition von MATLAB, muss auch Gleichung [4]
fiir die analytische Gleichung verwendet werden. Verwendet man die Definition aus dem
Skriptum, so muss man die Normierung bei den Ergebnissen von MATLAB riickgéngig
machen und die Ergebnisse von MATLAB mit 27 multiplizieren. Ich habe mich fiir die
Definition von MATLAB entschieden, muss also auch fiir die Berechnung der analyti-
schen PSD die Definiton von Gleichung [4] verwenden. So berechnet sich meine analytische

PSD vom Einganssignal mit Gleichung [2] und [ zu:



25

1l — : 1 — :
Pxx = Gy Z oxx[n] - " = - Z 250[n] - " = ——
n=oo n=oo

5o (5)

Gleichungen [3] und [5] wurden im MATLAB-Code wie folgt implementiert und daraus
die analytische PSD fiir Y[n] bestimmt:

P_xx = sigma_x2/(2*pi);
P_analytic = P_xx * squaredspectrum(B, A, N);

Als geeignete Frequenzauflosung habe ich die gleiche gew&hlt wie bei den anderen
Schétzern, damit diese untereinander vergleichbar sind.

Die nicht-parametrische Schétzung der PSD nach Welch wurde mit folgendem MAT-
LAB-Code erstellt:

window = window(@hamming, N);
[P_nonparam, W] = pwelch(y, window, length(window)/2, N, ’twosided’);

Anforderungen Dieser Befehl kommt der Anforderung nach dem Hammingfenster und
der Uberlappung von 50% nach. Die Anforderung an die Frequenzauflssung ist direkt
gekoppelt mit der Lange des Fensters. Denn die Periodogramm-Methode mittelt ganz
einfach nur iiber mehrere Datenfenster und die FFT eines Datenfensters hat natiirlich die
gleiche Lange wie das Fenster selbst. Deswegen ist die Lange eines Datenfensters gleich
zu wahlen wie die Anzahl an darstellbaren Frequenzkomponenten. Diese soll mindestens
1024 betragen. Ich habe deshalb N = 4096 gewéhlt, was einer Frequenzauflésung von
Aw = ﬁ entspricht. Die Anzahl der FFT Punkte habe ich explizit noch einmal ange-
geben. Ich habe also einen vierfach hoheren Wert gewéhlt als die Anforderung weil ich
eine hohere Frequenzauflosung und damit eine groflere Lange des Datensignals gegeniiber
der Anzahl der Mittelungen bevorzuge (die standardméfige Anzahl an Mittelungen bei

pwelch ist gar nur 8).

Zweiseitiges Spektrum Da die Autokorrelationsfunktion stets symmetrisch ist und
daher die PSD als Fouriertransformierte ein symmetrisches Spektrum um = hat, gibt
MATLAB automatisch ein einseitiges Spektrum aus. Das geniigt, da ein zweiseitiges
Spektrum lediglich Redundanzen beinhaltet. Allerdings sind beim einseitigen Spektrum
ein paar Spezialfiille zu beachten: Da nur die Hélfte vom Spektrum dargestellt wird, muss
das einseitige Spektrum verdoppelt werden damit das Spektrum die gleiche Leistung
besitzt. Da jedoch der Gleichanteil bei beiden Spektrumtypen vorkommt, darf dieser
nicht verdoppelt werden. Und damit nicht genug: Abhéingig von der Grofle des Spektrums
(gerade/ungerade) darf auch das letzte Sample des einseitigen Spektrums nicht mit 2
multipliziert werden, da er ebenfalls in beiden Spektrumstypen vorkommen wiirde. Um
diesen ganzen Unannehmlichkeiten aus dem Weg zu gehen habe ich mich von vornherein
fiir ein zweiseitiges Spektrum entschieden.



Um die parametrischen Schéitzer nach der Methode von Burg zu erstellen, habe ich
die Resultate einfach in einer Matrix P_param zusammengefasst und mittels einer for-
Schleife erstellt:

for m=1:10
tic;
HBurg = spectrum.burg(m) ;
HSpec = psd(HBurg, y, ’NFFT’, N, ’SpectrumType’,’twosided’);
P_param(:,m) = HSpec.Data;
times(m) = toc;

end

Um die Performance der PSD Schiitzer vergleichen zu kénnen, werden diese jeweils mit
der analytischen Losung verglichen. Der Vergleich soll anhand des MSE (Mean-Squared-
Error) bestimmt werden, der wie folgt definiert ist:

™
mse(m) = ;ﬂ/ P)Ig?am(w,m) - PXX(w)H2 dw (6)
—T

Im Endeffekt sagt Gleichung 6] nichts anderes aus, als dass die Differenz jeder Frequenz
quadiert wird, zusammengezihlt wird und durch die Anzahl an Frequenzen normiert
wird. Um dies einfach zu implementieren, habe ich die analytische Losung mittels repmat
erweitert und kann so die analytische Losung von allen nicht-parametrischen Lésungen
auf einmal abziehen:

P = repmat(P_analytic, 1, 10);
mse = sum(abs(P_param - P)."2)/(size(P,1));

SchlieBlich soll noch der MSE zwischen der analytischen Losung und der nicht-para-
metrischen Losung bestimmt werden. Analog wird Gleichung [6] wie folgt implementiert:

mse_nonparam = sum(abs(P_nonparam - P_analytic)."2)/size(P,1);

1.3 Ergebnisse und Interpretation

Als Benchmark dient dient die analytische Losung, die logarithmisch in dB in Abbil-
dung [1] dargestellt ist. Obwohl ich im Abschnitt beschrieben habe, dass ich zweitige
Spektren verwende, habe ich jeweils nur den Bereich von 0 bis 7w geplottet.

In Abbildung [2|ist die nicht-parametrische Schitzung nach Welch zu sehen. Der Ver-
lauf ist gleich wie die der analytischen Losung in Abbildung [ jedoch erkennt man
Fluktuationen. Dieser Umstand kommt daher, dass einfach nicht das zugrundeliegen-
de Modell des AR(6)-Prozesses geschitzt wird sondern vielmehr eine Art analytisches
Spektrum durch die FFT bestimmt wird und danach gemittelt wird.

In Abbildung [3] sind die Ergebnisse der parametrischen Methode von Burg darge-
stellt. Ich habe alle Ordnungen iibereinander dargestellt damit man sie gut vergleichen
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Abbildung 1: Analytische Losung der PSD
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Abbildung 2: Nicht-parametrische Schitzung nach Welch



Parametrischer PSD Schatzer nach Burg
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Abbildung 3: Parametrische Schiatzungen nach Burg

kann. Das erste was sofort im Vergleich zur nicht-parametrischen Methode (Abbildung
auffillt ist, dass alle Kurven sehr glatt sind und keine Fluktuationen aufweisen. Das
liegt daran, dass die Methode nicht die PSD schétzt, sondern das zugrundeliegende AR-
Modell selbst. Sehr markant sieht man, dass die Kurve fiir m = 1 sehr weit von der
analytischen Losung (Abbildung (1)) entfernt ist. Das liegt daran, dass fiir die Schitzung
des Modells nur ein einziger Koeffizient verwendet wird, d.h. der Schétzer hat nur einen
Freiheitsgrad obwohl der echte Prozess 6 Koeflizienten verwendet.

Weiters erkennt man, dass bereits mit zwei Koeffizienten der Peak annihernd richtig
getroffen wird. Mit steigendem m n#hert sich der Verlauf immer mehr dem analytischen
aus Abbildung

In Abbildung [f]ist der absolute Fehler pro Anzahl an Koeffizienten der parametrischen
Schatzung geplottet. Man erkennt deutlich den monoton fallenden Verlauf des Fehlers
der die Aussage von Abbildung [3] unterstreicht: Je mehr Koeffizienten vorhanden sind,
desto besser kann das AR-Modell geschétzt werden. Das beste Ergebnise bekommt man
ab m = 6. Das ist intuitiv sehr leicht nachvollziehbar, denn der echte Prozess hat genau
6 Koeffizienten. Ab 6 Koeffizienten gibt es ein Overmodeling. Die Performance kann
dadurch natiirlich nicht weiter steigen. Es ist allerdings zu beachten, dass der Fehler
keinesfalls ab m = 6 Null wird, wie die Grafik in Abbildung [4] vermuten lassen wiirde:
Der Unterschied zwischen den Modellen ist zwar markant, jedoch ist der Fehler ab m = 6
noch immer in einer Gréflenordung von 100. Das liegt daran, dass das Modell auch nur
eine Schitzung anhand von endlich vielen Stichproben darstellt.
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Abbildung 4: Fehler pro Anzahl der Koeffizienten

Ein sehr interessantes Phidnomen tritt jedoch zu Tage, wenn man sich nicht den ab-
soluten Fehler ansieht, sondern den laut Angabe geforderten quadratischen Fehler. Der
MSE ist in Abbildung dargestellt. Damit man die gleiche Dimension wie den nor-
malen Fehler enthélt, kann man noch die Wurzel ziehen und kommt zum RMSE, der in
Abbildung dargestellt ist. Es ist deutlich zu erkennen dass der quadratische Fehler
bei m = 2 viel grofler ist als bei m = 1! Betrachtet man nur die Linien in Abbildung
so ist dies nicht einfach erklédrbar.

Da Abbildung [3| logarithmisch geplottet ist, sind die Ergebnisse fiir M = {1,2} sowie
die analytische Losung noch einmal nicht-logarithmisch in Abbildung [6] dargestellt. Man
erkennt deutlich, dass die Hohe des Peaks fiir m = 2 markant hoher ist als das Ergebnis
fiir m = 1. Und genau hier liegt die Erklarung: Der MSE bzw. RMSE ist so etwas wie eine
Norm, genauer eine Lo-Norm (im Gegensatz zum normalen Fehler, der einer L;-Norm
entsprechen wiirde). Konkret bedeutet dies, dass hohere Fehler viel stirker gewichtet
werden als kleine Fehler, da sich das Quadrat auf hohere Zahlen viel stiarker auswirkt
als auf kleinere Zahlen. Und genau das sagt Abbildung[6] aus: Der gesamte Fehler ab ca.
0,6 rad wirkt sich quadriert nicht so stark aus wie der vollig iiberh6hte Peak von m = 2.

Intuitiv kénnte sich der Sachverhalt wie folgt interpretieren: Mit einem Freiheitsgrad
wird die tendentielle Richtung abgeschétzt (ein Freiheitsgrad). Der Fehler ist zwar sehr
grof}, aber dadurch dass der Peak nicht geschéiitzt wird kann der quadratische Fehler
auch nicht ins Unermessliche wachsen. Mit zwei Freiheitsgraden kénnte man intuitiv
zwel Dinge schiitzen: Die Stelle des Peaks und dessen Hohe. Ein Koeffizient kénnte die
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Abbildung 5: Quadratische Fehler

Stelle geschitzt haben (und schon relativ gut getroffen haben), die Hohe wurde jedoch
falsch geschétzt. Da ab m = 3 immer mehr Koeffizienten zur Systembeschreibung zu
Verfiigung stehen und die Hohe des Peaks wieder besser getroffen wird, sinkt auch der
quadratische Fehler (bzw. der RMSE) wieder.

Zu guter Letzt soll noch der MSE zwischen der analytischen Losung und der nicht-
parametrischen Losung nach Welch verglichen werden. Dieser betrigt:

1.0241e+006

Hier sind die Ergebnisse aus Abbildung noch einmal als Zahlenwerte angegeben:

|

| MSE x10° |

0.5192
1.3965
0.4935
0.2757
0.0678
0.0004
0.0004
0.0004
0.0004
0.0004

—
o © 00O Gk wN B

Anhand dieser Werte erkennt man dass der Fehler bei den parametrischen Schitzungen
prinzipiell kleiner ist, jedoch nur wenn man die richtige Modellordnung erwischt hat!
Und dann ist der Fehler auch nicht um Zehnerpotenzen niedriger sondern ,lediglich“
um den Faktor 2,5. Das ist dadurch erkldrbar, dass mit der Periodogrammschétzung
die PSD direkt geschétzt wird. Dadurch entstehen sehr viele Fluktuationen und ein
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Abbildung 6: Schitzung nach Burg fiir die ersten 2 Ordnungen

nicht-glatter Verlauf. Die prinzipielle Tendenz der PSD wird jedoch gut getroffen. Beim
parametrischen Schétzer wird ein ganzes Modell geschéitzt was eine glatte PSD erzeugt.
Dadurch ist der quadratische Fehler kleiner, sofern die Modellordnung mindestens so
grof} ist wie der AR-Prozess selbst.

Um den Fehler jedoch zu relativieren, kann der quadratische Fehler in dB bestimmt
werden:

P,
mse(m)|qp = 20 - log (nonpamm>
Panalytic

Dies wurde in MATLAB mit folgendem Code umgesetzt:

mse_db = sum(abs(20%1logl0(P_param ./ P)))/size(P,1);
mse_nonparam_db = sum(abs(20*1loglO(P_nonparam ...
./ P_analytic)))/size(P,1);

Das Ergebnis ist in Abbildung [7] zu sehen: Der Fehler im Vergleich zur analytischen

Losung relativiert sich hier; er betragt ab m = 6 ca. Null dB. Im Vergleich dazu betrigt
die die Abweichung zum nicht-parametrischen Schitzer ca. 0,5 dB.

10
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Die parametrische PSD-Schéitzung ist also viel leistungsstéirker und sofern die Mo-
dellordnung bekannt ist sollte ein parametrischer Schéitzer verwendet werden. Nachteil-
haft ist jedoch die Laufzeit, die linear mit der Modellordnung anwéchst. Abbildung
zeigt die Zeit pro Modellordnung. Der lineare Zusammenhang ist gut erkennbar. Ausser-
dem ist die Performance des parametrischen Schitzers viel schlechter als die des nicht-
parametrischen Schétzers, sofern die Modellordnung nicht getroffen wird. Folglich sollte
man den parametrischen Schétzer nicht verwenden wenn die Modellordnung nicht be-
kannt ist.

11
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Abbildung 8: Laufzeit pro Modellordnung
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2 Aufgabe 2 - Entwurf eines zeitdiskreten Tiefpassfilters

2.1 Aufgabenstellung

Ein Signal x(t) besteht aus einem 1 Hz Nutzsignal und aus einem 5 Hz Storsignal:

x(t) =5 -sin(2nt) + 2 - sin(107¢) (7)

Dieses Signal wird mit 50 Hz abgetastet und nun soll ein zeitdiskreter Tiefpassfilter
entworfen werden, der diese beiden Signalkomponenten trennt:

e Der Tiefpassfilter soll aus einem zeitkontinuierlichen Butterworthfilter gebaut wer-
den

e Die Dampfung der Nutzfrequenz soll maximal 1 dB betragen

e Die Dampfung der Storfrequenz soll mindestens 35 dB betragen

Das Design muss durch die Anforderung an den Butterworthfilter im Analogen gesche-
hen und durch die Bilineartransformation in einen diskreten Filter tibergefithrt werden.
Zum Schluss soll die Ubertragungsfunktion des entstandenen Tiefpassfilters im z-Bereich
sowie die Differenzengleichung, der Signalflussgraph und die Anzahl der benotigten Re-
chenschritte ermittelt werden.

2.2 Vorarbeiten

Prinzipiell soll ein zeitdiskreter Filter entworfen werden. Deswegen miissen die benétigten
Frequenzen zuerst in ein diskretes Spektrum iibergefiihrt werden. Dieses ist jedoch von
der Abtastfrequenz abhingig und wird dadurch in einen Bereich zwischen 0 und 27
tibergefiihrt. In diesem Bereich entsprechen die kontinuierlichen Frequenzen diskreten
Frequenzen. Die Umrechnung geschieht nach folgender Formel:

Q  2nf

I
Nach Formel [§] folgt fiir die Frequenzen 1 Hz und 5 Hz:

w

(8)

2
Fir 1 Hz: w; = % ~ 0.3142 [rad]

. 107 (9)
Fiir 5 Hz: wy = —— =~ 0.6283 [rad]
50

Um den analogen Filter nun designen zu kénnen, miissen die Werte aus Gleichungen [9]
auch wieder in einen analogen Bereich transformiert werden. Die Bilineartransformation
ist allerdings eine stark nichtlineare Abbildung, da sie die komplette imaginére Achse
von —oo bis oo auf den Einheitskreis (der Léange 27) abbildet, bzw. die linke komplexe
Ebene innerhalb des Einheitskreises abbildet. Aus diesem Grund miissen die diskreten
Frequenzen auch auf eine nicht-lineare Art und Weise in eine kontinuierliche Frequenz

13



tibergefiihrt werden. Dieser Vorgang wird Pre- Warping genannt. Er geschieht nach der
Formel:

Q= %arctan (g) (10)

Fiir die Werte aus Gleichungen [J] entspricht dies (mit 7' = 1):

Fir wi: 91, = 2arctan <%) ~ (0.1258

Fiir wp:  Q,, = 2arctan <17T—0) ~ (0.6498

2.3 Entwurf eines analogen Filters

Ein Butterworthfilter ist die Verallgemeinerung des bekannten RC-Tiefpasses auf hthere
Ordnungen. Er hat den Vorteil dass er weder im Durchlassbereich noch im Sperrbereich
eine Welligkeit aufweist und im Zwischenbereich monoton ist. Nachteilhaft ist, dass die
Steilheit nicht so hoch ist, wie bei anderen Filtern (Tchebeycheff, Cauer, ...). Je steiler
die Flanke sein soll, desto hoher muss die Ordnung sein (desto grofler die Polynome, desto
grofer der Rechenaufwand und desto grofler die Gruppenlaufzeit in einer zeitdiskreten
Implementierung).

Die Ordnung des Butterworthfilters kann anhand der Spezifikationen (D&mpfungen im
Durchlass- und Sperrbereich sowie zwei Eckfrequenzen) bestimmt werden und errechnet

sich 1t. Formel im Skriptum mit:
107104 1
log (K—)
10710 —1 (12)

Um einen analogen Filter zu bauen, setzt man die gewiinschten Spezifikationen in
Gleichung [12] ein:

e () = 1Hz
[ ] QQ = 5Hz
e K; = —1dB (maximale Dadmpfung im Durchlassbereich)

e K9 = —35dB (minimale Dampfung im Sperrbereich)

Eingesetzt im Gleichung [12] ergibt dies:

Sinnvollerweise ist die Ordnung eine ganze Zahl, also runde ich auf 3 auf. Dement-
sprechend gilt fiir meine Ordnung: N = 3.

14



Um den Filter nun vollstdndig zu spezifizieren, muss noch die Grenzfrequenz bestimmt
werden. Dies geschieht nach einer der folgenden Formeln:

Q
0, = ! 1
(10—%1 _ 1) "
N (13
Q, =

1
(1073 - 1)
Ich wihle die erste Variante aus Gleichung (13| und erhalte als Grenzfrequenz:
1
Q. = ~ 7.9168 [Hz|
\/ (1016 — 1)7935

Schliefllich kann der Butterworth-Filter entworfen werden. Dazu kann entweder das
Butterworthpolynom (ausmultipliziert) gebildet werden und und die Koeffizienten aus

einer Tabelle abgelesen werden (Skriptum) oder aber die Koeffizienten nach einer be-
stimmten Vorschrift selbst ermittelt werden.

Ich wihle den zweiten Weg. Die allgemein Ubertragungsfunktion des normierten But-
terworthfilters (d.h. mit Grenzfrequenz bei 1 Hz) lautet:

Ap
Hi(l +a;s + bz‘SQ)
Dabei gibt Ag die Verstarkung an, die in unserem Falle 1 ist. Die Bestimmung der

Koeffizienten a; und b; erfolgt fiir ungerade Ordnungen nach folgender Vorschrift (siehe
Wikipedia):

H(s) =

(n+1)
=1--
! 2
ai
b1 =0
a; = 2cos <(n+ 1)7r>
2
b =1
Fiir eine Filterordnung von 3 ergibt sich ¢ = 2, d.h. es braucht nur der Wert as

berechnet werden:

1.
as = 2cos (;) =1

Somit hat die Ubertragungsfunktion die Form:

15



1
He) = g 5a7s79

Multipliziert man diese Gleichung aus, so kommt auf die Form:

1
H(s) —
() 14+2s+2s2+s3
Die Koeffizienten 2 und 2 hitten sich auch direkt aus der Koeffiziententabelle (siche
Skriptum) ablesen lassen.
Gleichung [14]ist nun im Laplacebereich. Um nun in den Frequenzbereich zu gelangen,
muss man s = ) setzen (das ergibt sich direkt aus dem Zusammenhang zwischen Laplace-

und Fouriertransformation). Nun soll der Tiefpass noch auf die eigentliche Grenzfrequenz
Q.
ch .

(14)

). normiert werden. Dazu setzt man ) =

1
HQ) = Q a)? a)?
1+2(2)+2(&) + (&)
Der analoge Prototyp des Tiefpassfilters ist nun fertiggestellt. In MATLAB verwende

ich folgenden Code, um die Ubertragungsfunktion des Filters im Bereich 0 bis 10 Hz
darzustellen:

(15)

W = linspace(0, 20*pi, 10000);

F = W/ (2xpi);

Hc = 1./(1 + 2x(j*W/Wc_unwrapped) + ...

2% (j*W/Wc_unwrapped) . "2 + (j*W/Wc_unwrapped).”3);

Das Resultat ist in Abbildung [9] zu sehen. Anhand der Marker bei 1 Hz und 5 Hz
erkennt man, dass die Spezifikationen genau eingehalten werden.

2.4 Der zeitdiskrete Tiefpassfilter

Um nun aus dem analogen Prototypen in Gleichung einen zeitdiskreten Filter zu
erstellen, muss dieser mittels der Bilineartransformation transformiert werden. Diese
nicht-lineare Transformation stellt einen Zusammenhang zwischen dem s-Bereich (La-
place, kontinuierlich) und dem z-Bereich (zeitdiskret) her:

2 (1—271 2 (z—1
[ p— = — 1
§ T<1+z—1> T <z—|—1> (16)

Der Parameter T ist frei wiahlbar. Ist er bei allen Parametern gleich gewéhlt, so kiirzt
er sich heraus und ist somit fiir das Ergebnis unbedeutend. Ich habe immer T = 1
gesetzt.

Problematisch ist jedoch, dass der analoge Prototyp anhand der analogen Frequenzen
erzeugt wurde. Deswegen muss die gesamte Prozedur noch einmal wiederholt werden. Um
die Ordnung n zu bestimmen, setze ich nun die Werte aus Gleichungen [11]in Gleichung

2] ein:
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Kontinuierlicher Tiefpassfilter

X1
Y: -0.9693

-30 X: 5.001 ]

Y:-35.92

Verstarung [dB]

40 . -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frequenz [Hz]

Abbildung 9: Ubertragungsfunktion des analogen Prototypen

1
=)
= —— -4 ~ 28657

= 0.1258
2log 575108

Aufgerundet ergibt dies N = 3, die Ordnung bleibt also gliicklicherweise gleich und der
Prototyp aus Gleichung [15| kann verwendet werden. Lediglich die Grenzfrequenz muss
nun nach Gleichung [13| neu bestimmt werden. Das ergibt:

0.6498
Q.= ~ 0.1593 (17)
\/ (1076 — 1)7s657

Fiir die Anwendung der Bilineartransformation ist nach Gleichung [16] wieder eine Dar-
stellung im Laplacebereich zweckmifig. Deswegen setze ich abermals 2 = s in Gleichung
und erhalte den entnormierten Tiefpass im s-Bereich:

1
H(s) = 2 3
S S S
1+2 () +2(g) + (&)
Nun setzt man in Gleichung [1§| die Bilineartransformation aus Gleichung [16| ein und

erhilt (um unnétige Bruchstriche zu vermeiden stelle ich die inverse Ubertragungsfunk-
tion dar):

(18)
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Loy, 4 (2=, 8 (-1 2+ 8 (z-1\°
H(z) = TQ \z+1 T202 \ z + 1 T3Q3 \ 2z +1
_ et arGoDEH? (oDt (1)
o (z41)3 (z+1)3 (z41)3 (z41)3

Fasst man diese Briiche mit gemeinsamen Nenner zusammen, so folgt:

H(z) = P(z2) (z+1)3
Q) (+1P+ grz—DE+1)2+ gm(z = D22 +1) + grm(z — 1)3

Multipliziert man die Polynome nun aus, so erhélt man fiir die Nullstellen:

P(z) =23 +3224+32+1
Und fiir die Pole gilt:

Q(z) =22 +322+32+1

4
+QCT(z3+z2—z—1)

8 3 _ .2
+Q§T2(Z —z°—z+1)

8 /3 2
+W(Z — 3z +3Z—1)

4 8 8
= (1+==+ +

A 8 24
QT 2T 373

b2

)

)
I B

)

T 2T o
b2
+<1— L S
o1 T T ire

bs

Setzt man das Polpolynom und das Nullstellenpolynom wieder zusammen, ergibt sich
als Ubertragungsfunktion die Form:

18



2 4+322432+1
123 + asz? + azz + ay
14327 432724273

= 20
ag+ a1z~ +agz3 +azz3 (20)
mit den Koeffizienten (7' = 1, Q. = 0.1593 (siche Gleichung [17)):
b=(1,3,3,1)
(21)

a=10%-(2.3211, —6.2261,5.6015, —1.6884)

In MATLAB wurden die Koeffizienten wie folgt implementiert:

B=1[1, 3, 3, 1];

A=[1+4/(Wc *T) +8/(Wc"2 *x T"2) + 8/(Wc"3 * T°3) ,
3+ 4/(Wc * T) - 8/(Wc™2 * T°2) - 24/(Wc~3 * T"3) ,
3-4/(Wc * T) - 8/(Wc™2 *x T°2) + 24/(Wc"3 * T"3) ,
1 -4/(Wc * T) + 8/(Wc™2 * T°2) - 8/(Wc™3 *x T°3) 1;

Und mit folgendem Code wurde die Ubertragungsfunktion fiir w = {0,...,7} be-
stimmt (da das Spektrum ohnehin symmetrisch ist, habe ich es nur bis 7 bestimmt):

w = linspace(0, pi, 1000);
f = wx(Fs/2)/pi;

z = exp(j*w);

H

B * [z.70 ; z.7-1 ; z.7-2 ; z.7=-3]) ./ ...
(A *x [z.70 ; z.°-1 ; z.7-2 ; z.7-3]);

Der Betragsfrequenzgang des fertigen zeitdiskreten Filters ist in Abbildung zZu
sehen. Abermals ist anhand der Marker zu sehen dass die Spezifikationen eingehalten
wurden:

e Bei 1 Hz gibt es eine Dédmpfung von 0,05 dB, maximal wiren 1 dB erlaubt

e Bei 5 Hz gibt es eine Dampfung von iiber 36 dB, hier wéire ein Minimalwert von
35 dB erlaubt

Diese Spezifikationen lassen sich {ibrigens verbessern, indem man niedrigere Werte fiir
die maximal zuldssige Dampfung im Durchlassbereich bzw. hohere Werte fiir die mini-
mal zulédssige Ddmpfung im Sperrbereich wéhlt. Allerdings erhéht sich damit auch die
Filterordnung und dadurch die Komplexitit des Filters (und dadurch die Gruppenlauf-
zeit).
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Zeitdiskreter Tiefpassfilter

O m:
X:1.001
Y:-0.95
L.
-50- X:5.005 -
59 Y: -36.67
g -100- 1
j=2]
c
2
]
o
g -154
-200
-25 I I I I
0 5 10 15 20 25
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Abbildung 10: Ubertragungsfunktion des zeitdiskreten Filters

2.5 Test des Filters

Um den Tiefpassfilter zu testen, habe ich das Signal aus der Angabe (Gleichung (7)) in
MATLARB erstellt und filtere es mit meinem Filter:

t = 0:(1/Fs):10-1/Fs;
X = b*sin(2*pi*Flxt) + 2xsin(2%pi*F2*t);
y = filter(B, A, x);

Das Ergebnis ist in Abbildung [11] und [I2] im Zeit- sowie im Frequenzbereich zu se-
hen: Die Storfrequenz wird sehr gut herausgefiltert. Die Linge des Zeitvektors wurde so
gewihlt dass kein Leakage auftreten kann. Beim Ausgangssignal ist jedoch ein Leaka-
geeffekt zu erkennen (siehe Abbildung . Dieser lisst sich dadurch erklédren, dass sich
durch die Filterung das Eingangssignal sprunghaft d&ndert. Dadurch entstehen parasitéire
Frequenzen bei der Filterung.

2.6 Ubertragungsfunktion und Differenzengleichung

Die Ubertragungsfunktion kann direkt aus Gleichung abgelesen werden. Setzt man
noch die Koeffizienten aus Gleichung 21} so erhiilt man:

1432143272423

H(z) =
(Z) 2321.1 — 6226.1z~1 + 5601.52—3 — 1688.4z3
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Einganssignal x[n]
10 T T T T T T T T T

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Zeit [s]
Ausgangssignal y[n]
5 T T T T T T T T T

(= 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zeit [s]

Abbildung 11: Test des Filters im Zeitbereich
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Eingangsspektrum X[k] Ausgangsspektrum Y[X]

25 25
2 2
15 : 15
1 1
0.5 : 0.5
0 : ; : 0L - T
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Zeit [s] Zeit [s]

Abbildung 12: Test des Filters im Frequenzbereich

Um die Differenzengleichung zu bestimmen, setzt man in der Ubertragungsfunktion
H(z)=Y(2)/X(2):

Y(2)(ag +a1z7t +agz™2 +azz™3) = X (2)(bo + biz7t + bz + b3273)
aoY (2) + a1 Y (2) 2L + aaY (2) 272 + a3Y (2) 272 = bp X (2)
+ 01 X(2)2 V4 b X (2)272 + b3 X (2)273

und unterwirft diese der inversen z-Transformation:

apy[n] + ary[n — 1] + asy[n — 2] + asy[n — 3] = box[n] + byz[n — 1] + box[n — 2] 4+ byx[n — 3]

Nun wird diese Gleichung noch nach y[n] aufgelost:

b b b b
yln] = ~aln]+ —afn— 1]+ 2afn—2)+ —aln—3] - yln—1] - 2yln—2] - yn—3]
ag ag agp ap ag ap ap

Werden noch die Koeffizienten aus Gleichung [21] eingesetzt, so erhélt man:

y[n] = 0.0004 - z[n] + by - 0.0013 + 0.0013 - z[n — 2] 4+ 0.0004 - z[n — 3]

22
42.6824 - y[n — 1] — 2.4133 - y[n — 2] + 0.7274 - y[n — 3] (22)

22



Wird der Filterausgang mit der Differenzengleichung direkt realisiert (Direktform 1),
so kann man die Anzahl der benétigten Rechenschritte direkt aus Gleichung [22] ablesen:

e 6 Additionen

e 7 Multiplikationen mit einer vordefinierten Konstante

2.7 Der Signalflussgraph

Der Signalflussgraph in Direktform 1 kann direkt aus der Differenzengleichung (Glei-
Chung abgelesen werden. Er ist in Abbﬂdung abgebildet. Ist ist allerdings moglich,

den Filter in anderen Strukturen zu realisieren (Direktform 2, Kaskadenform, ...).
x[n] > 0,0004 > > > \/[n]:

77t ‘ 77
0,0013 Y < 2,6824

z7 1 ‘ z 1
0,0013 .y =2,4133

z7 ! ‘ zt

v 0,0004 ¥ 0,7274 v

A

Abbildung 13: Signalflussgraph des Filters
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